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Capitolul 0

Ca multe alte povesti, si aceastaincepe
cu un triunghi

JEste usor de perceput cd varietatea prodigioasa atdt de recurentd

in lucrdrile proprii ale naturii ca si in actiunile oamenilor, si care constituie o mare parte din

frumusetea universului, se datoreazd multitudinii de forme diferite in care diferitele pdrti
se amestecd si se inldntuie unul langd celalalt.”
(Jakob Bernoulli, Ars Conjectandi)

Pascal si triunghiul aritmetic

Cultura occidentald, cu gindirea si ideile sale, datoreaza mult ,sa-
loanelor literare” organizate in conacele aristocratiei franceze din
secolele al XVII-lea si al XVIII-lea (mai ales femeilor, cunoscute sub
numele de salonniéres). Scopul intilnirilor, care a reunit intelectualii
timpului, a fost de a se bucura de o companie placutd, de a rafina
gusturile si de a-si dezvolta cunostintele prin conversatie si lectura.
Continutul discutiilor a fost despre literaturd si filosofie, inteles in
sens larg si, desigur, a inclus stiintele. Autorii Enciclopediei si alti
iluministi din secolul al XVIII-lea au fost oaspeti frecventi ai saloa-
nelor pariziene.

Primul personaj din istoria noastrd este Antoine Gombaud
(1607-1684), un scriitor francez nascut la Poitou, invitat pentru a
solutiona dilemele in convetsatiile dintre intelectualii moderni si
stralucitori. Desi nu ficea parte din aristocratie, el a fost cunoscut
printre prieteni drept Chevalier de Méré, numele unuia dintre per-
sonajele din cartile sale prin care si-a exprimat opiniile personale.
Existd doud caracteristici interesante ale Cavalerului de Méré: era

Camulte alte povesti, si aceastaincepe cu un triunghi
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pasionat de stiinta matematica si era un jucitor inveterat. In primul
domeniu nu a ajuns la rezultate semnificative, se limita sa fie la cu-
rent cu cunostintele matematice ale epocii sale. Adevarata utilitate a
pasiunii sale s-a manifestat printr-o intuifie marcanta pe care a reu-
sit sd o foloseascid in al doilea domeniu: jocurile de noroc. El stia, mai
mult decit oricine, firi calcule, cd era mult mai probabil sa obtind
un 6 cu patru arunciri cu zaruri® si a éxploatat aceste cunostinte in
avantajul sau in pariuri.

Dar, desi notiunile sale de matematica nu erau majore, participa-
rea la saloanele pariziene i-a permis sa fie In contact cu matematicieni
de un anumit calibru, inclusiv protagonistul nostru: Blaise Pascal
(1623-1662). Pascal a fost un om de stiin{a eclectic capabil sd aduca
contributii fundamentale in fizica si matematicd, dincolo de a fi un
filosof si un scriitor cu convingeri crestine solide.

Pascal s-a niscut in Clermont {(acum Clermont-Ferrand), dar si-a
petrecut o mare parte din viatd la Paris. A fost fiul unui bogat magis-
trat al trezoreriei, pasionat de matematica, care s-a ocupat personal
de educatia sa; la inceput a decis sa omita complet matematica pana
cand Blaise ar fi implinit 15 ani. Realizand insa ca fiul sau lucrase pe
ascuns, obtindnd mai multe rezultate de geometrie pe cont propriu,
a fost atdt de impresionat incét a decis sa-i ofere acces liber la bibli-
oteca sa, incepand cu Elementele lui Euclid, si l-a luat cu el la intilni-
rile Academiei de Mersenne (care citiva ani mai tirziu avea sd devina
Academia Franceza de Stiinte}. De fapt, micul Pascal era un copil mi-
nune. La varsta de 16 ani a publicat prima sa lucrare de matematica,
un studiu al curbelor conice (elipse, parabola si hiperbola}, iar la
19 ani, pentru a-si ajuta tatal sa colecteze taxe, s-a ocupat de proiecta-
rea, brevetarea si comercializarea unui calculator automat (pascalina,
pe piatd pina in deceniul 1950).

1 De fapt, calculul nu este dificil: daca probabilitatea de a nu obtine un 6 din patru aruncari este
(5/6)*, probabilitatea opus3, adici ceea ce ne intereseazd, va fi 1 — (5/6)* aproximativ 52%, Cu
toate acestea, trebuie avut in vedere faptul c3, la acel moment, conceptul de probabilitate nu a fost
incd inventat, asa cum vom vedea n scurt timp.
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Pe 1angi contributiile bine-cunoscute in
fizica prin cercetarea despre presiune, stu-
diul despre fluide si vid, el a fost un filosof
important, cu o gandire profund influentata
de religie. Contributiile sale In domeniul sti-
intelor matematice au dat nastere unor noi
ramuri, cum ar fi teoria probabilitatilor si
combinatorica, si, daca nu ar fi avut o sa-
nitate precara care a dus la disparitia sa
prematurd, el ar fi putut fi inventatorul cal- Figural. Portretin ulei
culului infinitezimal. lllui'BISiEE PASCEl
Pascal s-a bucurat deja de o buna repu- n tinerete.
tatie ca matematician. El a participat la sa-
loanele de la Paris, si o datd, intalnindu-] ‘
pe cavalerul de Méré, i-a prezentat o problema cu care lupta de un
secol, dar pentru care nimeni nu gisise un raspuns satisfacator; o
chestiune de mare interes pentru un jucitor: problema punctelor.
Intrebarea este dupi cum urmeaza. Doi jucdtori, A si B, fac un pariu
cu un anumit numir de runde la un joc de noroc: de exemplu, di-
ferite arunciri cu o moneda: cap sau pajurd. Cel care castiga pre-
miul pariului, este acela care castiga cele mai multe runde. Cu toate
acestea, este posibil ca, dintr-un motiv sau altul, jocul trebuie sa se
opreascd inainte de sfarsit. intr-un asemenea caz, cum ar trebui sa
fie distribuit premiul pariului intre jucatori? Pentru a ne face o idee,
si ne imagindm ci pariul consta din cel mult 7 aruncéri, dar, dupa
ce au fost 3 aruncari, doud castigate de A si una de B, jocul este sus-
pendat. Care parte a premiului este pentru A si care este pentru B?

Cilugirul Luca Pacioli (aprox. 1445-1517) a fost primul care a
ridicat problema in Summa de arithmetica, geometria, proportioni et
proportionalita, dar solutia propusa era gresitd: in opinia sa, a trebuit
si fie redistribuiti 2:1, in functie de punctele cistigate. Este usor sa iti
dai seama ci solutia era gresiti: dacd A castiga 4 puncte si B 2 puncte,
nu este nevoie si continui jocul, de fapt chiar daca B ar fi reusit sa

Ca multe alte povesti, si aceastaincepe cu un triunghi
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Figura 2. Masina de calcul
inventata de Pascal
(pascalina).

In fotografia lui David
Monniaux, un model

din 1652.

castige runda care raiméanea de jucat si ar fi terminat 4:3, A ar fi in con-
tinuare castigatorul; cu toate acestea, in acest caz, regula lui Pacioli
stabileste o distributie a premiului de 4:2.

Mai tarziu, problema punctelor a fost abordatd de Tartaglia si
Cardano (care au scris pe aceastd temad o lucrare publicati postum,
Liber de ludo aleae, ,Cartea jocurilor de noroc”) fira ca cineva si
poata face progrese suplimentare in comparatie cu Pacioli. Cand
Pascal a aflat de aceastd problem3, prezentata de Cavaliere de Méré,
i-a trezit imediat interesul si si-a dat seama cat de dificila era solu-
tia sa. Apoi a decis sa o impartdseasci cu unul dintre cei mai renu-
miti matematicieni contemporani: Pierre de Fermat (1601-1665).
Aceasta s-a intdmplat in anul 1654, iar decizia lui Pascal a dat nas-
tere unui schimb de scrisori astidzi considerat documentul fonda-
tor al teoriei probabilititilor. De fapt, solutia constd, nici mai mult,
nici mai putin, in determinarea sanselor fiecirui jucitor de a castiga
provocarea, deci este necesar si se studieze eventualele rezultate
ale aruncarilor care riméan de ficut. _

Propunerea lui Pierre de Fermat este si analizeze toate combina-
tiile de rezultate pentru rundele ramase. Pascal a conceput o solutie
alternativa, deoarece credea cd precedenta este neclara, desi a ajuns
sd admita cd ideea colegului sdu era cea mai logici. Urmatorul tabel
prezintd rezultatele celor 4 lansari ramase pe vertical3; in partea de
jos, este indicat daca castigatorul este A sau B:
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A A A A B A A B A B B A B B B B
A A A B A A B A B A B B A B B B
A A B A A B A A B B A B B A B B
A B A A A B B B A A A B B B A B
A A A A A A A A A A A B B B B B

Rezultatul este clar: A ar cistiga de 11 ori si B de 5. Deoarece ori-
care dintre cele 16 posibilititi sunt la fel de probabile, distributia co-
recti a pariului este de 11:5.

O parte din discutia realizata in misivele dintre Pascal si Fermat
se referea la faptul ¢ anumite optiuni enumerate nu ar fi jucate ni-
ciodati. De exemplu, prima, in care A céstigd de 4 ori. Motivul este
c3, atunci cand A castigd-inci 2 puncte, rezultatul jocului este decis.
Astizi stim cd atunci cAnd suspenddm jocul nu se intAmpld nimic mai
mult decat redistribuirea posibilititilor in asa fel incat, in cele din
urma3, si fie echivalent (si mai simplu) sa se efectueze studiul aga cum
a fost configurat de Fermat.

in zilele noastre, Fermat are o reputatie nedreaptd de matema-
tician amator. latd motivul: el era un avocat competent, care castiga
bine pentru a trdi din munca sa, si pentru el matematica a fost un
hobby. Dar, totusi, un hobby ciruia i-a dedicat mult timp si multa ener-
gie. Ceea ce il diferentiaza de ceilal{i matematicieni contemporani cu
care se compari este faptul ci nu ar fi fost deloc interesat sd publice
nimic din opera sa. Suntem la curent cu rezultatele sale mulfumita co-
respondentei cu colegii, unde a prezentat probleme si rezultatul obti-
nut personal, dar fira a explica dezvoltarea sa. O asemenea atitudine,
unele erori aici si acolo (cum ar fi afirmatia cd numerele de forma
22" + 1 sunt toate prime?), plus celebra ,intrebare” din ultima teo-
remi a lui Fermat (,Cunosc o demonstratie minunata a acestei teo-
reme care nu poate fi expusd in marginea prea ingusta a paginii”),
sunt cauza faimei lui.

2 Numerele de aceasti formd sunt prime pani la n = 4, dar Euler a descoperit cd 22 + 1=
=4294967 297 = 641 x 670 417 si de atunci au fost compuse toate acelea care au fost incercate
(pani la n = 32). Incd nu stim daci existd alte numere prime de aceastd forma.

Ca multe alte povesti, si aceastaincepe cu un triunghi
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Cu toate acestea, Fermat a fost unul dintre cei mai autoritari ma-
tematicieni, iar contributiile sale sunt multe si de cea mai mare im-
portantd (si, dupa cum s-a mentionat, si faci lumina asupra teoriei
probabilitatilor nu este cel mai relevant).

Oricat de fundamentala ar fi corespondenta dintre Fermat si Pascal,
acesta din urma nu a considerat ca problema s-a incheiat. Problema pe
care au investigat-o l-a determinat pe Pdscal sa studieze combinatiile
Intr-un mod sistematic, iar pand la sfarsitul aceluiasi an si-a prezentat
propriile descoperiri intr-o carte, Traité du triangle arithmétique, care
a fost tipdrita abia in 1665, la trei ani dupd moartea sa. Desi erau deja
cunoscute la acea vreme, au fost prezentate pentru prima dati intr-un
mod riguros si puse in relatie cu alte rezultate care au avut o mare in-
fluenta: Traité este, prin urmare, primul tratat modern de combinatorii.

»Triunghiul aritmetic” se construieste urmind o simpla reguli. In
forma introdusa de Pascal in , Tratatul” siu (Figura 3), consta intr-o ma-
trice de numere, a priori infinite, in care toate datele din primul rand si
din prima coloana sunt 1. Plecind de aici, fiecare dati noui a matricei
trebuie construita pur si simplu prin adiugarea numarului de mai sus
celui din stanga sa. Astfel, prin desemnarea cu T; ,j a datelor din randul i
si coloana j a acestei matrice, regula de constructie stabileste ci

Tij=Tiaj+Tij,

cu clarificarea3 T;g = To,; = 1. De exemplu, datele de pozitie 1,1 si 1,2
pot fi derivate ca:

T1'1= T0'1+T1,0=1+ 122,
T1_2= TO,Z +T1_1=1+2:3,

si asa mai departe.

* Desi Pascal a numerotat randurile si coloanele incepand de la 1, in prezent se face incepénd de
la 0, iar aici vom raméne la conventia modern3.

ROMA, RAMO, AMOR
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Figura 3. Triunghiul aritmetic, asa cum este realizat in Traité du triangle arithmetigue
= |ui Pascal (stanga) si modul in care se reprezinta in prezent (dreapta).

In prezent, triunghiul este reprezentat prin rotirea matricei
cu 45° (Figura 3), astfel incat liniile triunghiului modern sunt diago-
nalele din matricea Pascal, iar regula se traduce prin faptul ca fiecare
numir al triunghiului este obtinut prin adunarea celor doud inlocuite.
Aceasta nu este singura diferent3: in timp ce Pascal numara randuri
si coloane tncepand de la 1, acum incepe sa se numere de la 0, astfel
ncat varful triunghiului in reprezentarea de astdzi este randul 0, iar
prima pozitie in fiecare rand este intotdeauna 0.

Printre rezultatele cunoscute ale triunghiului se numara raportul
sidu cu asa-numitele numere figurative, cunoscute inca din Grecia an-
tica (definite si aprofundate mai inainte) si raportul sdu cu numerele
combinatorii (unde introduce si problema punctelor, motivul acestei
cercetiri). Desi ne vom ocupa in detaliu cu numerele combinatorii,
anticipez cd prin intermediul simbolului (Z), cunoscut ca numar

combinatoriu «n din k», denumim un numdr intreg care indica in cat
de multe moduri puteti alege k obiecte dintr-un intreg de n, fara
ca ordinea de alegere si aibd importantd. Legdtura cu triunghiul
este urmatoarea:

Ca multe alte povesti, si aceastaincepe cuun triunghi

13



14

i+
T;’J=( i ).

De exemplu, Tz 3= (ij =10 (corespunzand termenului 3,4 a triunghiului
inreprezentarealuiPascal, sau pozitia 2 dinrindul 5 al triunghiului din
reprezentarea modernd; amintiti-va ca in prezent incepem sa numi-
ramdela0sinudelal),iar 10 sunt, de exemplu, modurile in care puteti
combina 5 gusturi pentru doua bile de inghetata.

Binomul lui Newton

Unul dintre cele mai importante rezultate in tratatul lui Pascal este
impartirea diagonalelor triunghiului aritmetic (rdndurile din repre-
zentarea actuald) cu coeficientii dezvoltarii binomiale (a + b)". Dezvol-
tarea combinatiei este usor de realizat in mod recursiv, ca si produsul
(a + b)"=(a+ b) (a + b)*!, dacd este cunoscuti dezvoltarea pentru
puterea anterioara. In plus, pentru exponentii de la 1 la 3, aceasta
da nastere unei interpretiri geometrice interesante, ilustrati in

figura 4.
(@bh)! = a + b
@)} = & b?
|
(a+b)® = + + b

a

a3
Figura 4. Semnificatia geometricd a dezvoltarii binomiale a lui Newton
pentru puterile 1, 2 si 3. llustratie de C.M.G. Lee.

ROMA, RAMO, AMOR



Scriem in mod explicit dezvoltarea binomului pentru exponentii
25i3:

(a+b)%=1a%+ 2ab + 1b?,
(a +b)3=1a3+ 3a?b + 3ab® + 1b3.

Dupa cum se poate observa prin compararea cu figura 3, numerele
celeide-atreiasiapatralinii coincid cu coeficientiiacestor evolutii (asa
ci,le-am scris in mod explicit). Demonstratia lui Pascal a acestui rezul-
tat este foarte eleganti si usor de inteles. O vom explica ardtand cum
si obtineti coeficientii dezvoltirii lui (a + b)* folosind formula recur-
sivd anterioard. Pentru a reusi, va trebui doar sa inmultiti dezvoltarea
(a + b)3 ori a + b, say, in mod echivalent, sd o inmultiti mai Intai cu g,
apoi cu b si apoi sa adunati rezultatele:

a(a+b) =a* +3a’b+3a*b* +ab?
+b(a+b)® = a3b +3a*b? +3ab’ +b*
(a+b)* =a* +4a’b+6a’b* +4ab® + b*

Daci observim cu atentie, in aceastd operatie se obtin exclusiv
coeficientii de (a + b)* (cu exceptia primului si ultimului, ambele 1)
prin adiugarea perechilor de coeficienti consecutivi ai celui de-al pa-
trulea rand al triunghiului aritmetic (1+3=4,3+3=6,3+1=4).
Dar acesta e tocmai modul de a construi triunghiul! Pentru a reflecta
asupra acestui lucruy, este usor si iti dai seama ca aceeasi procedura
ar permite obtinerea coeficientilor pentru (a + b)° pornind de la cei
ai lui (a + b)* si se poate obtine al saselea rand al triunghiului. Si asa
mai departe.

Raportul identificat de Pascal Intre coeficientii triunghiului arit-
metic si numerele combinatorii permite scrierea formulei ,dezvolta-
rii binomului” in cea mai cunoscuta forma:

(a+b)r = g a+|" |ab+ ; a2 +...+|" |br,

n

Ca multe alte povesti, si aceasta incepe cu un triunghi
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al carei merit principal este si stabileascd
o legatura intre combinatorica si algebri (o
tehnica care oferd o multitudine de posibili-
tati si pe care cu mult Tnainte Euler ar fi putut
sa o exploateze cu pricepere).

Cu calm totusi, va fi clarificat un mic mis-
ter aici.

Cercetidnd prin reminiscentele lectiilor
de matematica din scoald, vd veti aminti ca

-

Figura5. Portretul lui Sir ~ dezvoltarea binomului in cauzi a fost pre-
Issac Newton (1643-1727).  dati ca formuld a ,binomului lui Newton”.
operd de Bodfrey Kneller.  ycaac Newton — niscut in 1643 — nu era

decat un copil, cand Pascal a compus trata-

tul despre triunghi, asa ca a fost dificil sa fi
putut avea de-a face cu astfel de formule. Si asta nu este tot, dezvol-
tarea binomului apare deja intr-un manuscris al matematicianului
persan Al-Karaji (cca. 953-1029), iar in cazul n = 2 aparea chiar in
Elementele lui Euclid (cca. 300 1.Hr.). Deci, de ce se defineste ,bino-
mul lui Newton”?

Este dificil sa exagerezi evaluand figura lui Sir Isaac Newton. Daca
importanta unui om de stiintd este masurata pe baza influentei con-
tributiilor sale in societate, prin capacitatea sa de a o transforma ra-
dical, Newton este pe primul loc. Daci ar fi fost si el ,singur” pentru
revolutia fizicii care a dus la publicarea cartii sale Philosophiae Natu-
ralis Principia Mathematica (Principia, unde se enunta legile miscarii
si legea gravitatiei universale) si pentru inventarea calculului, ar me-
rita deja primul loc. Dar, s-a ocupat de multe alte probleme, printre
care si de teorema binomiald. Sa vedem in ce consta aceasta descope-
rire pentru a merita un titlu atat de prestigios.

Newton, care inventase o metoda de interpolare a datelor prin po-
linoame, si-a dat seama cd dezvoltarea binomului a fost strins legata
de formula sa de interpolare.
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