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Capitolul 0

Ca multe alte
cu un triungh

in lucrdrile proprii ale natt

fr u m u s e ge a u niv e r sttlu i,

Pascalgitriunghiul at

Cultura occidentala, ci.

loanelor literare" orga

secolele al XVII-lea sr .

numele de salonnidres'

timpului, a fost de a s'

gusturile ;i de a-gi dez'

Confinutul disculii1or,
sens larg gi, desigur, :r

iiuminigti din secolul a

nelor pariziene.

Primul personaj d

U607-1684), un scnL:

solu!iona dilemele ir:
strdlucitori. Degi nu :;
printre prieteni drept
sonajele din cdr;ile s:.

Exista doul caracter':;

CapitolulS

Calea duodecuple

Urne 9i bile

Partijiide mullimi
Numdrul mediu de cicluri pentru o permutare

Triunghiul lui Bell

Parti!iiintregi
Calcularea numdrului de partilii ale unui numdr tntreg

Principiul porumbarului

Ultimele lacune de completat

Capitolul4

Principiul incluziunii-excluziunii

Principiul incluziunii-excluziunii

Calcularea numerelor prime

Totalizarea tuturor felurilor de car!i de joc
O formuld alternativd pentru numerele Stirling de spela a ll-a

,,Sca ndalagiu"

Capitolul5

Ce rdmdne de spus despre permutiri

Structura ciclica a permutarilor

Dobo16rea recordurilor

Problema celor 100 de prizonieri

Epilog

$i mogtenirea grecilor?

Lecturi recomandate
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Pe lAngi contributi
fizicd prin cercetarea i

diul despre fluide si r

important, cu o gAndirt

de religie. Contribr"r!iile

inlelor matematice au

ramuri, cum ar fi teor

combinatorica, ;i, daci

nitate precard care a

prematuri, el ar fi put:

cu I ului infinitezi nral.

Pascal s-a bucural
talie ca matematician,

loanele de la Paris s.

pe cavalerul de M6re i

secol, dar pentru care

chestiune de mare itt:
intrebarea este dupa:
cu un anumit numar ..

ferite arunciri cu o nt

rniul pariului, este acel

acestea, este posibil ca

opreascd inainte de s r

fie distribuit premiul r
si ne imaginim ca pa:

ce au fost 3 arunciri, d

pendat. Care parte a p:

Cdlugirul Luca Pac

ridicat problema in Si,'

o roportion ol i ta, dar s,'.

sa fie redistribuiti 2:1

dai seama cd solulia e::

nu este nevoie si col-t:

pasionat de gtiinla matematici gi era un jucltor inveterat. in primul
domeniu nu a ajuns la rezultate semnificative, se limita sd fie la cu-

rent cu cuno;tinfele matematice ale epocii sale. Adevirata utilitate a

pasiunii sale s-a manifestat printr-o intuilie marcanti pe care a reu-
git si o foloseascd in al doilea domeniu: jocurile de noroc. El ;tia, mai

mult decAt oricine, fird calcule, cd era mult mai probabil si obflni
un 6 cu patru arunciri cu zaruril gi a dxploatat aceste cunogtinle in
avantajul siu in pariuri.

Da6, degi noliunile sale de matematicl nu erau majore, participa-
rea la saloanele pariziene i-a permis si fie in contact cu matematicieni
de un anumit calibru, inclusiv protagonistul nostru: Blaise Pascal
(1.623-1662). Pascal a fost un om de gtiin!5 eclectic capabil si aduci
contribulii fundamentale in fizici gi matematici, dincolo de a fi un

filosof gi un scriitor cu convingeri cregtine solide.

Pascal s-a niscut in Clermont [acum Clermont-Ferrand), dar gi-a

petrecut o mare parte din viald la Paris. A fost fiul unui bogat magis-

trat al trezoreriei, pasionat de matematic5, care s-a ocupat personal

de educalia sa; la inceput a decis sI omiti complet matematica pAnd

cAnd Blaise ar fi implinit L5 ani. RealizAnd insi ci fiul sdu lucrase pe

ascuns, obfinand mai multe rezultate de geometrie pe cont propriu,
a fost atdt de impresionat incAt a decis sd-i ofere acces liber la bibli-
oteca sa, incepAnd ct Elementele lui Euclid, gi l-a luat cu el la int6lni-
rile Academiei de Mersenne [care cAliva ani mai tArziu avea si devini
Academia Francezd de $tiinle). De fapt, micul Pascal era un copil mi-
nune. La vArsta de 16 ani a publicat prima sa lucrare de matematic5,
un studiu al curbelor conice [elipse, parabold ;i hiperboli), iar la
1-9 ani, pentru a-gi ajuta tatil si colecteze taxe, s-a ocupat de proiecta-

rea, brevetarea gi comercializarea unui calculator automat (trtascalina,

pe piali pAni in deceniul 1950).

1 De fapt, calculul nu este dificil: dacd probabilitatea de a nu oblrne un 6 din patru arunciri este

[5/6Ja, probabilitatea opus5, adici ceea ce ne intereseazi, va fi 1 - (5/6)', aproximativ SZa/o. Cu

toate acestea, trebuie avut in vedere faptul c5, la acel moment, conceptul de probabilitate nu a fost

inci inventat, a;a cum vom vedea in scurt timp.
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Rezultatul este clal
--rre dintre cele 16 Pos.:
.:cta a pariului esre d.

0 parte din discutia
i( referea la faptul ci :

;rodat5. De exemPlu P:

ca, atunci cAnd A cA;t.:

-\stdzi ;tim ci atunci cil
nr Lr it decAt redistrtbu :

-.rmA, sA fie echivaienr

a fost configurat de Fer:

in zilele noastre, F=

:ician amator. IatA mc,:.

bine pentru a trii drr.

.obby. Dar, totu$i, un ;

gie, Ceea ce il diferen:.,
.dre Se compara este i:
nimic din opera sa. Sun:

respondenlei cu ccles.t

nut personal, dar lari :
unele erori aici gi aco.

2j" + l sunt toate pri:
remd a lui Fermat [, Cu

reme care nu poate fL

sunt cauza faimei lui

2 Numerele de aceasti forml :

= 4 294 967 297 -- 641 x 670 4\
[pAni la n = 32J. incl nu gtim dar

AAAAA

AAAAB
AAABA
AABAA
ABAAA

Figtra 2.1'lasina de ca cu

inventatd de Pascai
(posco/ln o).

in fotograf ia lui David

Monniaux, un model

din 1652.

cAgtige runda care rimAnea de jucat gi ar fi terminat 4:3, Aar fi in con-
tinuare cdgtightorul; cu toate acestea, in acest caz, regula lui Pacioli
stabilegte o distribulie a premiului de 4:2.

Mai tArziu, problema punctelor a fost abordati de Tartaglia gi

Cardano [care au scris pe aceastd temi o lucrare publicatd postum,
Liber de ludo aleae,,,Cartea jocurilor de noroc") fdri ca cineva si
poati face progrese suplimentare in comparalie cu Pacioli. CAnd

Pascal a aflat de aceasti problemi, prezentati de Cavaliere de M6r6,
i-a trezit imediat interesul gi gi-a dat seama cAt de dificili era solu-

lia sa. Apoi a decis sI o impirtigeasci cu unul dintre cei mai renu-
mili matematicieni contemporani: Pierre de Fermat [1601-1665).
Aceasta s-a intAmplat in anul 'J.654, iar decizia lui Pascal a dat nag-
tere unui schimb de scrisori astiizi considerat documentul fonda-
tor al teoriei probabilitifilor. De fapt, solulia consti, nici mai mult,
nici mai pulin, in determinarea ganselor fiecirui jucdtor de a cAgtiga
provocarea, deci este necesar si se studieze eventualele rezultate
ale aruncirilor care rimAn de fdcut.

Propunerea lui Pierre de Fermat este si analizeze toate combina-

liile de rezultate pentru rundele rimase. Pascal a conceput o solulie
alternativi, deoarece credea cd precedenta este neclari, degi a ajuns
sd admitd ci ideea colegului siu era cea mai logici. Urmdtorul tabel
prezinti rezultatele celor 4 lansiri rimase pe verticalf,; in partea de
jos, este indicat daci cA;tigitorul este A sau B:

10 R0t"]A, RAt"t0, At"t0R
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iiqura 3. Triunghiul aritmetic, i

a lui Pascal (st6nga)9i modul ir

in prezent, triungh.
cu 45o [Figura 3J, astfel :

rualele din matricea Pas.

num5r al triunghiului es:

Aceasta nu este singura

9i coloane incepAnd de i.

incAt vArful triunghiul ui

prima pozilie in fiecare r

Printre rezultatele cu

siu cu aga-numite,. ,,,iir
tici [definite ;i aprofur.rc

combinatorul funde intrc
cercetdri). De;i ne vont

anticipez cd prin lnter

combinatoriu <n din k,,,

de multe moduri putetr

ca ordinea de alegere ,

este urmitoarea:

Cu toate acestea, Fermat a fost unul dintre cei mai autoritari ma-
tematicieni, iar contribugiile sale sunt multe gi de cea mai mare im-
portanli [gi, dupi cum s-a mentionat, si faci lumini asupra teoriei
probabilitililor nu este cel mai relevant).

OricAt de fundamentald ar fi corespondenla dintre Fermat gi Pascal,

acesta din urml nu a considerat ci problema s-a incheiat. Problema pe

care au investigat-o I-a determinat pe Pdscal si studieze combinaliile
intr-un mod sistematic, iar pAni la sfArgitul aceluiagi an ;i-a prezentat
propriile descoperiri intr-o carte, Traitd du triangle arithmdtique, care
a fost tipiriti abia in 1665, la trei ani dupi moartea sa. Degi erau deja
cunoscute la acea vreme, au fost prezentate pentru prima datd intr-un
mod riguros ;i puse in relalie cu alte rezultate care au avut o mare in-
fluen!5: Traitd este,prin urmare, primul tratat modern de combinatorii.

,,Triunghiul aritmetic" se construiegte urmAnd o simplf, reguli. in
forma introdusd de Pascal in,,Tratatul" sdu [Figura 3), constd intr-o ma-
trice de numere, a priori infinite, in care toate datele din primul rAnd gi

din prima coloani sunt 1. PlecAnd de aici, fiecare dati noui a matricei
trebuie construiti pur;i simplu prin adiugarea numdrului de mai sus
celui din stAnga sa. Astfel, prin desemnarea at T4 a datelor din rAndul i
gi coloanaT a acestei matrice, regula de construclie stabilegte ci

Tij: Ti lj + T i,j t,

cu clarificarea3 Ti,s - Toi = 1. De exemplu, datele de pozilie L,l gi L,2
pot fi derivate ca:

Tt1=Tol+T1,s=\+1=2,
TLz=To,z*T1,1 =1+2=3,

gi aga mai departe

3 Degi Pascal a numerotat randurile gi coloanele incepAnd de la 1, in prezent se face incepind de
la 0, iar aici vom rimAne la conventia modernS,
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Scriem in mod expirc

2;i3:

Dupi cum se poate ot

celei de-a treia gi a patra 1,

ci, le-am scris in mod er;
tat este f,oarte eleganta s

si oblineli coeficienlii d

sivd anterioarS. Pentru a

(o + b)3 ori a + b, sau, in

apoi cu b gi apoi si adu:r

Dacd observlm cu .-

coeficienlii de [a + bJ-

prin adiugarea perecht-

trulea rAnd al triunghiu.
Dar acesta e tocmai mcc

asupra acestui lucru, es'

ar permite oblinerea cc

ai lui (a + b)a gi se poatE

mai departe.

Raportul identificat
metic gi numerele cont:
rii binomului" in cea nta

{a+b

(a-

(a + b)i

ala+b)
+b{a+b)

Cr. rf : (X)

/ . .\
r :lt+t l.t'r 

\i )

/r\
De exemplu,Tzs= 

[r,l 
= tO fcorespunzAnd termenului 3,4 a triunghiului

in reprezentarea lui Pascal, sau p ozilia2 din rAndul 5 al triunghiului din
reprezentarea modernd; amintifi-vi ci in prezent incepem si numS-
rdm de la 0 gi nu de la 1), iar 10 sunt, de exEmplu, modurile in care puteli
combina 5 gusturi pentru doui bile de inghefati.

Binomul lui Newton

Unul dintre cele mai importante rezultate in tratatul lui Pascal este

impirlirea diagonalelor triunghiului aritmetic [rAndurile din repre-
zentarea actual5) cu coeficienlii dezvoltirii binomiale [a + b)n.Dezvol-
tarea combinaliei este ugor de realizat in mod recursiv, ca gi produsul
(a + b)n = (a + b) la + b)n-r, daci este cunoscuti dezvoltarea pentru
puterea anterioar5. in plus, pentru exponenlii de la 1 la 3, aceasta

di nagtere unei interpretiri geometrice interesante, ilustrati in
figura 4.

(a+b)1

{a+bf ^2a + 2ab +

(a+b)3 +

+a I
b2r

j

bu

f
3abz+

re

ffiffiffiffi-ffi%
Fig'tra 4. Semnif icatia geometrica a dezvolt;irii binomiale a lui Newton
pentru puteri1e1,2si 3. lustratie de C.IY.G. Lee.
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in practicS, consicler
si interpretdnd-o ca r';l
[area sa nu este altcer,
valorile/[0), f (1), f (2'. z

polare acestei funclii, e1

in cazul in care suma din
in gtiinfele matematice
acum cunoscutd sub nuit

De exemplu, inlocurr:
(7 * q)3, in timp ce terrne

si urmitorul termen si ::
rul x - 3. Ca rezultat, t.:
rezultatul bine-cunos cui

Cu toate acestea, eleg,
in faptul cd se dovede;te '

r.om dovedi mai tArzru D

formula:

' De fapt, nicio generalitate nu s. :
.'.'ie sunt legate: [o + b],,- a',11 - ,

.ele doua expresii coinLid

(I+q).:1+xq

[1

7, 3q

al cSrei merit principal este si stabileascl
o leglturi intre combinatoric5 gi algebri [o
tehnicd care oferi o multitudine de posibili-
tdli gi pe care cu mult inainte Euler ar fi putut
si o exploateze cu pricepere).

Cu calm totugi, va fi clarificat un mic mis-
ter aici.

CercetAnd prin reminiscenlele lecliilor
de matematicl din gcoal5, vi veli aminti ci

Figura 5. Portretul lui Sir dezvoltarea binomului in cauzi a fost pre-
lsaac Newton (1643-17271, datd ca formuld a ,,binomului lui Newton,,.
opera de Godf rey Kneller' Isaac Newton - ndscut in L643 - nu era

decAt un copil, cAnd Pascal a compus trata-
tul despre triunghi, aga ci a fost dificil si fi

putut avea de-a face cu astfel de formule. $i asta nu este tot, dezvol-
tarea binomului apare deja intr-un manuscris al matematicianului
persan Al-Karaji (cca. 953-1A29), iar in cazul n = 2 apdrea chiar in
Elementele lui Euclid [cca, 300 i.Hr.). Deci, de ce se definegte ,,bino-
mul lui Newton"?

Este dificil sd exagerezi evaluAnd figura lui Sir Isaac Newton. Dacd

importanla unui om de gtiinld este mlsuratd pe baza influenlei con-

tribuliilor sale in societate, prin capacitatea sa de a o transforma ra-
dical, Newton este pe primul loc. Daci ar fi fost gi el ,,singur" pentru
revolulia fizicii care a dus la publicarea cirlii sale Philosophiae Natu-
ralis Principia Mathematica lPrincipla, unde se enunli legile migcdrii

;i legea gravitaliei universale) gi pentru inventarea calculului, ar me-

rita deja primul loc. Dal s-a ocupat de multe alte probleme, printre
care gi de teorema binomiald. Si vedem in ce consti aceasti descope-

rire pentru a merita un titlu atAt de prestigios.

Newton, care inventase o metodi de interpolare a datelor prin po-

linoame, gi-a dat seama ci dezvoltarea binomului a fost strAns legati
de formula sa de interpolare.
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